Ergodicité |

1. Définition |

On dit qu’un processus aléatoire stationnaire X () est ergodique
au premier ordre si

YT_%/O X(u)du =5 E[X(t)]
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Remarques

e Convergence en moyenne quadratique
mgq

Yr ™ BIX({#)]=me lim E [(YT ~ m)2] —0
- T—00 T—00
e Lien entre stationnarité et ergodicité
Ergodicité = Stationnarité
Stationnarité - Ergodicité

® moyenne statistique = moyenne temporelle

2. Exemple : le secteur

X (t) = cos (2 fot + 0)
avec fo = 50H z et € uniformément répartie sur [0, 27].




3. Théoréme

Pour un processus aléatoire stationnaire au sens large X (?)
de moyenne ¥ [X(t)] = m, de fonction d’autocorrélation
K(r) = F[X(t)X*(t — 7)] et de densité spectrale de
puissance s(f) =TF [Kx (7)],ona:

Yr=24 [ X(@t)dt ™ m e AS(0) = |m|”
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ol AS(0) = S (0%) — S(07) et s(f) =52

Preuve
B ([Yr - ml*| = BlYyYs] — [m|
[1 suffit donc de montrer que
E[YrY7] = AS(0)
Par I’isométrie fondamentale X () < e/*"/t, ona
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On pose

g S(f)  f<0
S(f):{s(f)—AS(O) f>0

Par construction, S (f) = S (f) —AS (0) U(f) est continue
en f = 0. Alors :
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Puisque pour > 0, on a
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Par continuité de S (f), on en déduit_lim Iy = AS (0).
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Exemples d’application :

e le secteur
X (t) = Acos (2m fot + 0)
ot 0 est une variable aléatoire uniformément répartie sur
[0,27] et A une variable aléatoire de moyenne m et de
variance o > 0.

e le carré du secteur
Y (t) = A?cos® (2m fot + )
|
= A% |2+ 5 cos (4mfot + 29)}

otl @ est une variable aléatoire uniformément répartie sur
[0, 27] etA une variable aléatoire de moyenne m et de
variance o > 0.



ENSEEIHT

MODAP 1 : Ergodicité

1) On modélise une tension continue de la facon suivante :
Xt =W

ol V' est une variable aléatoire uniformément répartie sur [0,Vp] avec Vo = 10 volts (i.e. chaque
réalisation de X (£) est une tension constante Vt).

e Le processus X (t) est-il stationnaire 7 Dans 'affirmative, déterminer son spectre de puissance
Sx(f) et sa “densité” spectrale de puissance sx(f).

e Rappeler la définition de la convergence en moyenne quadratique d’un processus aléatoire.
Montrer que 7 J&§ X (u)du converge en moyenne quadratique vers V lorsque 7' — oo. Le
signal X (t) est-il ergodique au premier ordre ?

o Vérifier les résultats de 1b) en calculant ASy (0) — |m|2 oum = E[X(t)].

2) On considere le secteur X (t) = Acos (27 fot + ¢) ou A et fy # 0 sont deux constantes et
oll ¢ est une variable aléatoire uniformément répartie sur [0,27]. On construit le signal Z(t) =

X (t) exp (—j2m fot).

e Le processus Z(t) est-il stationnaire ? Dans I'affirmative, déterminer son spectre de puissance
Sz(f) et sa “densité” spectrale de puissance sz(f).

e Montrer que % fDT Z(u)du converge en moyenne quadratique lorsque 7' — oo vers une variable
aléatoire que 1'on précisera. Le signal Z(t) est-il ergodique au premier ordre 7

o Vérifier les résultats de 2b) en calculant ASy (0) — |m|* ot m = E [Z(t)].



