EXAMEN PROBABILITES - 1TR
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FPartiel sans document (Une feuille A4 recto-verso autorisée)

Exercice 1: Minimum de deux lois de Pascal (8 points)

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y de lois de Pascal de parametre p définies
sur N* vérifiant

PIX =k]=P[Y =k =p(1-p* ", k>1
et on définit la variable aléatoire Z = min{ X, Y'}.

1. Déterminer le domaine A des valeurs possibles de la variable aléatoire Z et les couples (X,Y")
correspondant a Z = z avec z € A. En déduire que Z suit une loi de Pascal dont on précisera le
parametre.

2. On considere la variable aléatoire 7" = | X — Y|. Déterminer P[Z = z,T = 0] pour z € A.

3. Montrer que pourt > letz € A,ona
P[Z =2, T = t] = 2p*(1 — p)** ™72,

4. Déduire de la question précédente les lois marginales de Z et T'. Vérifier qu’on retrouve la loi de
Z obtenue a la premiere question de cet exercice.

5. Les variables aléatoires Z et 1" sont-elles indépendantes ?

Exercice 2: Rapport de deux lois gamma (10 points)

On considere deux variables aléatoires indépendantes U et V' de lois gamma définies par

_1 p—1,—u o _1 ,q—1,-v o
p(u, ) _ F(p.)u e Ysiu>0 ot p(.,v) _ F(q.)v e Vsiv>0
0 sinon 0 sinon.

ol p et ¢ sont deux réels appartenant a I’intervalle |2, +-oo[ et I'(z) est la fonction gamma telle que
[e.e]
F'n+1) = / u"e “du =n!sin € N.
0

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire ' = 1/V et reconnaitre cette loi dans le tableau de lois.
En déduire la moyenne et la variance de 7" ainsi que F[T2]. Déterminer la moyenne et la variance

de la variable aléatoire X = %

2. On considere la variable aléatoire Y = U — V. Déterminer la loi du couple (X,Y") (on prendra
soin de montrer que ce couple est défini sur le domaine |1, +00[x]0, +00[ U |0, 1[x] — 00, 0[). En
déduire la loi marginale de la variable aléatoire X.

X

3. Montrer que la variable aléatoire Z = 5

admet une loi beta dont on déterminera les parametres.

Z_

Déterminer y; = E [17 >

2
i VA .1 .
} et up = F [(12) ] En utilisant ces expressions de p; et uo,
retrouver les expressions de la moyenne et de la variance de la variable aléatoire X déterminées a
la premiere question de cet exercice.

Exercice 3: Vecteurs Gaussiens (2 points)

Déterminer la moyenne et la variance de Y = a” X (en fonction de a, m et X) lorsque a est un vecteur
non nul de R™, a” est le vecteur transposé de a et X = (X, ..., Xn)T est un vecteur Gaussien de
moyenne m € R" et de matrice de covariance X de taille n x n.



LOIS DE PROBABILITE DISCRETES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

pk:P[X:k] pl,...,m:P[Xl :kla---aXm:km]
LOI Probabilités m o? F.C.
_ 1 it itn
== e (l—e
Uniforme Pk n "Tl "2151 (721&)
ke{l,..,n} n(l—e?)
pp=P[X=1=p
Bernoulli po=P[X=0=g¢ P pq pe't + ¢
pel0,1] ¢g=1-p
Binomiale it n
pel0,1] g=1-p np npq (pe +q)
B (n,p)
ke {0,1,...,n}
pr=Cpipp"d"
Binomiale q q P n
pel0,1] g=1-p n_ ns 1= aeit
négative b p —ge
keN
Pr..m = kl!.r.L‘.!/%!plfl'-‘p'fnm Variance :
p; €10,1] ¢ =1—p, np;q; L\ N
Multinomiale ! [ ] ! ! np; T (Z;nzl pjelt>
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dtiki=n 3 pi=1 —np;pk
Ak
Poisson Pk = e N .
k! A A exp [A (e —1)]
P(X) A>0 keN
pe = pg* ,
Géomé 1 q pe
t _1_ - 9 '
éométrique pE [07 1] g=1-0p » p2 - qut
k € N*




LOIS DE PROBABILITE CONTINUES

m : moyenne

o2 : variance

F. C. : fonction caractéristique

LOI Densité de probabilité m o? F.C.
_ 1 ith ita
T) = _
Uniforme f (@) b-a %"b (515)2 6- €
z € la,b| it(b—a)
f(z)= %e—ﬂxly—l
Gamma v v 1
0>0,v>0 = ;
T(0,v) 6 0 (1—1ig)"
x>0
v -2 1
f(z)= NG
Inverse gamma 0 . )
0>0,v>0 oy siv>1 oD SV > 2 (*)
1G(6,v)
x>0
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f(z)=Ltell 0 2 —
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Normale f (x) _ 1, (12_:21)2 . 2 imt— 02;2
N (m’ 0_2) oV2m
Khis flz)=ke zaz!
2 1 9 1
=5z v v _
Xl” 22T (3) (1—2it)?
F(E’%) veN x>0
1
f @) = :
Cauchy A (1 + (£2) > O O o=l
Ao A>0, a€R
f(z) = kaot (1 — z)P!
Beta k= I'(a+b) a ab *)
B(a,b) — D(a)L'(b) a+b (a+b)2(a+b+1)

a>0,b>0, z€]0,1]




