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Exercice 1 : échantillonnage a porte analogique
1) Le signal z.(t) obtenu par échantillonnage idéal de x(t) a la fréquence F, est défini par

ze(t)= Y x(kT.)o(t — kT,) = x(t) > 6(t—kT.)
k=—o00 k=—o00
La transformée de Fourier de z.(t) s’écrit alors

X(f) = X(f)+F S 8(f - kE)

k=—00

- B Y X(f-kF)

k=—o00

sin(7 Fmaxt) 2

Lorsque z(t) = Fiax [ TR } ,on a

X(f) = Mg ()

et donc pour F, > 2F,,.., on obtient la représentation suivante

AX ()
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2) On désire restituer le signal z(¢) a partir de z.(t) a 'aide d’un filtre passe-bas idéal de transmit-
tance H,(f) = g (f) et de réponse impulsionnelle A, (t). Puisque

h.(t) = TF ' [H,(f)] = F.,sinc(nF,t),

z.(t) = ze(t) xh(t)
= > 2(kT.)o(t — KT.) * h.(t)

k=—o00



o0

= Z x(kTe)hr(t - kTe)

k=—o00

— F S #(KT,)sinc(xF, (t — KT.)

k=—o00

Cette derniere expression s’appelle la formule d’interpolation de Shannon.
3) Le signal bloqué s’écrit

n(t) = o) 3 I, (t—kTe—g>

k=—o0

= a(t)

, (t—%) © S 8t — KT

k=—o0

La transformée de Fourier de x;(t) s’écrit alors

Xo(f) = X(f)* [e‘j“9f9sinc(7r0f)Fe S o(f - kE)

k=—o0

k=—o0

= F.0X(f)* [ i eIk gin ¢ (nOkF,) 6(f — kF,)

= F.0 Y e Feginc(n0kF,) X(f — kF.)

k=—o00

Lorsqu’on filtre le signal x,(¢) par un filtre passe bas idéal de transmittance H(f) = g (f), on
obtient le spectre d’ordre 0 correspondant a k =0

FOX(f)

Exercice 2 : signal BLU

e 1°¢ partie : étude du filtre de Hilbert
1) La transmittance du filtre de Hilbert est

H(f) = /_O;h(t)e_ﬁ“ftdt

- " it lcos (27 f1) — j sin (2 ft)] dt

—o0 T

Puisque Wit est une fonction impaire, on a

H(f) = —; /00 sin (27Tft)dt

—00 7t

On fait le changement de variables u = 27 ft.



e Si f > 0, alors on obtient

. [ sinu du
H(f) = _]/oou/—2fﬁ

=] [ smu

e Si f <0, alors

—oo sinu du

H(f) = —j/oo wj2fonf

% sinu
™ u

e Si f =0, alors

H(O):—j/_o;wdtzo

2) En utilisant les formules de Wiener Lee, on peut déterminer la densité spectrale de puissance, la
fonction d’autocorrélation et la puissance de m(t) :
Densité Spectrale de Puissance

sa(f) = sm(H)IHH,  Vf#0
= su(f), Vf#0

Fonction d’autocorrélation

Rg(r) = TF ™ [si(f)]

m

Puissance

Pa = [salhdf = Rz (0)
[ sn(£)df = B (0)

Les signaux m(t) et m(t) ont donc méme puissance et méme fonction d’autocorrélation. Leurs
densités spectrales de puissance différent seulement en f = 0.
3) En utilisant la formule des interferences, on obtient

Roa(r) = [ 1(=jsign(H)" & s (F)df

= ]/szgn (f)e*mITaf



De méme

Ranl(r) = [ (=Jsign(£)) s (f)df

= [ sign() I s ()

e 2°" partie : m(t) déterministe

1) On a

M(f) = —jsign(f)M(f)
= —jMT(f)+ M (f)
= M ()= M(f)]

2) La transformée de Fourier de

est

x(t) = m(t) cos (27 fot) — m(t) sin (27 fot)

M) (3007 = 804 56+ ) = T« | 585 = o) = -84 + £

SMET = fo) 4 M (F = o)+ 5 M (F+ fo) + 5M(F + fo
M = Jo) M (f o+ fo) + 5MY( = fo) = M (f + o)

M*(f = fo) + M~ (f + fo)

Le dessin ci-dessous représente un exemple de spectre obtenu avec cette opération

M-(f+f,) M-(f) | M*() M*(f-f,)
VAR 4 SN
- fo - |:max I:max f0 ]

On voit donc que la moitié du spectre de m(t) a été déplacée autour de la fréquence porteuse fo.
Le signal obtenu est appelé signal a bande latérale unique.
3) Lorsque m(t) = cos (27 f1t), on a

M) = 505~ R)+56(f +f)
M) = 38— F) M) = 55 (F+ )

4



On en déduit ) )
X(F) = 20(F ~ o+ F) + 36 (F+ (ot 1)

e 3°"¢ partie : m(t) aléatoire
1) La moyenne de z(t) est

Ex(t)] = E[m(t)cos(2mfot +6) —m(t)sin (27 fot + 6)]
= E[m(t)] E[cos (27 fot + 0)] — E [m(t)] E [sin (27 fot + 6)]
=0

En effet, m(t) est un message de moyenne nulle et
E[f(t)] = E { [ mwh(t - u)du
— / E [m(w)] h(t — u)du

= /Odu:

La fonction d’autocorrélation du signal z(t) est

Elz(Ba(t—1) = {m(t) cos (27 fot + 0) — m(t) sin (27 fot + 6) }

= E[m(t)m(t — 7)] £ [cos (27 fot + 0) cos (27 fo (t — 7) + )]
—E [m(t)m(t — 7)] E [cos (2m fot + 0) sin (27 fo (t — 7) + 6)]

-F {ﬁ(t}m(t — 7)] E [sin (27 fot + 0) cos (2m fo (t — 7) + 0)]
+E [m(t)m(t — 7)] E [sin (27 fot + 6) sin 27 fo (t — 7) + 6)]
— R, (7)E Ec (204 ) + % cos (QWfOT)]
R, ~(T)E B sin (20 + ...) + % sin (—27Tf07'):|
—R~ (T)FE B sin (20 + ...) + % sin (27rf07')]

+R~(T)E [; cos (2 fo1) — % cos (260 + )}
_ %R (7) cos (27 for) + 2R, ~(7)sin (27 fo7)

2 mm

—iR;ﬁm(T) sin (27 for) + §an (1) cos (27 fo1)

E l (m(t — 7) cos (27 fo (£ — 7) + 0) — T(t — 7) sin (27 fo (£ — 7) + 0)}

D’apres ce qui précede, on sait que R~ (1) = R, (7) et R (1) = —R, ~(7). On en déduit

R, (7) = Ry (7) cos (27 foT) + R, (7) sin (27 fo7)

Le signal aléatoire z(t) est donc stationnaire.
2) La densité spectrale de puissance de z(t) peut alors se calculer facilement

(1) = 5ol + [§907 = o)+ 307+ )]+ ()| 550 = ) = 52015 + o)

>



En utilisant le fait que s, (f) = s5,(f)+ s5,(f) et s (f) = Jsign(f)sm(f) = J [sy(f) — s (f)], on
obtient :

self) = 5ol = o)+ 25t Jo) + g smlF = o)+ 3mlF + o)
Sl = o) = 55T + o) = 55l = fo) + g 5mlF + o)
= sp(f = fo) +5,.(f + fo)

Comme dans le cas d’'un message déterministe, la moitié du spectre de m(t) a été déplacée autour
de la fréquence porteuse fj.
3) Moyenne de m(t)

On a

E[m(t)] = E[Acos2nfit+ ¢)]
= FE[A] E[cos (27 fit + ¢)]
= E[Ax0=0

Fonction d’autocorrélation de m(t)

Bpn(r) = Efm(t)m(t —7)]

= E [A } E [cos (27 f1t + ¢) cos (27 f1 (t — 7) + ¢)]
Ona 1 1 11
2] (12wt a2 12 2t
E[A%] = (-1) X7 H0Px o+ 1 x =0
La seconde espérance a été calculée en cours et en TD
1 1
E[cos (2nfit + ¢)cos2nfi(t —7)+¢)] = E 5 Cos 20+ ...)+ 5 Ccos (27 f17)

1
= cos (2w f17)
On en déduit la fonction d’autocorrélation de m(t)
1
R, (1) = 7508 (27 f17)

et la densité spectrale de puissance

sulf) = I6(F = R)+5(f+ )
) = 30U = R)salh) =50+ )

On en déduit la densité spectrale de puissance de x(t)
s:(f) = sh(f = fo) +s,(f + fo)
= %5(]6—(fo+f1))+é5(f+fo+f1)



