TD 1 STATISTIQUE - 1SN

Exercice 1. Durée d’attente a un feu rouge.
On considere la variable aléatoire “durée d’attente a un feu rouge”. La durée maximale d’attente a ce feu
rouge est notée 0, parametre inconnu strictement positif. On observe un échantillon ¢4, ..., ¢, de taille
n, ol t; désigne la durée d’attente observée pour le i™¢ individu. On fait I’hypothése que les variables
aléatoires 7T; associées aux observations ¢; sont indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 6], i.e.,
T, ~U0,0].

1. Représenter le graphe de la densité de laloi U [0, 6] et préciser ses paramétres moyenne et variance.

o n
2. On désire estimer le parametre §. Déterminer le biais et la variance de la statistique 7' = %ZTZ
i=1
Montrer que ; = 27 est un estimateur sans biais et convergent en probabilité de 6.

3. Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est Y;, = sup T;.
i

e En utilisant I’équivalence des événements suivante Y,, < y <— T; < y,Vi = 1,...,n,
calculer la fonction de répartition de Y;,. En déduire sa densité et calculer E [Y},] et var (Y,,).

e Montrer que la statistique 6y = ”THYn est un estimateur sans biais et convergent en proba-

bilité de 6.

4. Lequel des deux estimateurs 67 et 05 choisiriez-vous pour estimer 6 ?

Exercice 2. La durée de fonctionnement d’un matériel électrique est représentée par une variable
aléatoire réelle X suivant une loi de Weibull de densité :

A
f(x;@,/\):;\x)‘lexp{—‘g} x>0

avec > 0 et A > 0. On suppose que A est connu.
1. Déterminer la loi de U = X* puis calculer £ (X ’\) et Var (X /\).

2. On considere un échantillon (X1, ..., X,,) de méme loi que X. Calculer I’estimateur du maximum
de vraisemblance 6,, de 6. Cet estimateur est-il sans biais ? convergent ? efficace ? Calculer son
erreur quadratique moyenne.

Exercice 3. Soient X1, ..., X,,, n variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité :

f (x) = ﬁeﬂ(a_w)l[a,—i-oo[(x)

1. « étant connu, déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance de w = 1//3 noté (. Vérifier
qu’il est sans biais et convergent. Montrer enfin que &0 est ’estimateur efficace de w.

2. 3 étant connu, étudier I’estimateur du maximum de vraisemblance de « noté &. On admet que la
densité de probabilité de & est :

f (U) = nﬂenﬂ(a_u)l[a,—i-oo[(u)

En s’aidant de ce qui a été fait a la premiere question, déterminer le biais et la variance de &. En

P . .. ) . 8%1In f(X1,..,Xn; .
déduire un estimateur sans biais et convergent de «. Déterminer £ n/f( 8;’2 Knia) | Que dire

de Vefficacité de o ?



3. [ étant connu, déterminer 1’estimateur de o obtenu a 1’aide de la méthode des moments noté @.
Comparer les deux estimateurs @ et .

Exercice 4. Lois de Poisson

1. Soient X7, ..., X};, n variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de parametre
A. Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre . Est-il sans biais,
convergent, efficace ?

2. Méme question lorsque X7y, ..., X,, sont n variables aléatoires de loi de Poisson de parameétres
)\j =jA\j € {1, ,TL}



Exercice 1

1) La densité de T; est

2sit; €[0,0]
0 sinon

fiti0) = {

On a de plus (voir tables ou calculs élémentaires)

2
E[T;] = 0 et var [T;] = v
2 12
2)
0
E[T] = EI]= 3
—_ war [T1] B ﬁ
var [T] N n - 12n
Donc
Bl0] = 281 =0
~ _ 2
var [01] = A4var [T] = 3, j 0

01 est donc un estimateur non biaisé et convergent de 6.
3) La vraisemblance de %1, ..., t,, est

Fsit; €[0,0],Vi=1,..,n
0 sinon

f(tl, ...,tn; 0) = {

Maximiser la vraisemblance de t1, ..., t, revient & maximiser gin sous les contraintes ¢; € [0, 6], Vi
1,...,n. Puisque 9% est une fonction décroissante de 8 et que les contraintes impose t; < 0,Vi =1, ..

on en déduit
Y, = sup T;
i

a)Ona

PY, <y

PTh<yetTy <y..etT, <yl

= ﬁ PT}, <y
k1
= PN <yl"

(1" siy € [0,0]
= 1siy>40
Osiy <0

La densité de Y,, est donc

0 sinon

fy) = { nyg—: siy € ]0,0]

On en déduit

0 n
Y nd
ElY, = —dy =
I
9, m+l 2 2
E[Yf] = /ny dy = nf et donc var [Y,] = nd 5
0 o n+2 n+2)(n+1)

1N,



0y = ”THYn est donc un estimateur non biaisé de . Puisque

~ n+1\2 62
var [92]2( - > var[Yn]:in(nij njOOO

0y = "T“Yn est un estimateur convergent de 6.
4) Puisque la variance de 6y est plus faible que la variance de #; (au moins pour n grand car
" 2 " 2 .. . -~
var [92} ~ % et var [91} = g—n), on choisira I’estimateur 6.

Exercice 2
1) un changement de variables élémentaire conduit a

_J gexp (—f) pour u > 0
f(u)—{ Osiu<0

Des calculs simples ou les tables de la loi gamma permettent d’obtenir
E[U] =6 etvar[U] = 6*

2) La vraisemblance de ¢4, ..., t,, est

(A A h
f(z1, .., xn;0) = H g%k exP x; >0

et son logarithme

& 1
In f(z1,...,2n;0) =nln A —nlnf+ (A —1)In Ll_[lg;k] _ gzxg

k=1

Puisque le domaine de définition de la vraisemblance est indépendant de 6, 1a recherche du maximum de
vraisemablance de 6 se fait comme suit

Oln f(xy,...,2p;0) n
> >
26 Vet Zw’f 0

d’ou
. 1 <&
0, =— o
=13
k=1
En remarquant queé Zk 1Ug,ona
E[én} = EUi]=0
2
var [Qn} = var (U1) = 0
n n



Donc 6,, est un estimateur sans biais et convergent de §. La borne de Cramer-Rao d’un estimateur non
biaisé de 6 est

-1
BCR(0) = = [M}
902
B -1
% — G%E [2221 Xlﬂ
- 9&2 — 9%”9 T n

Puisque var(f,) = BCR (), 0,, est Iestimateur efficace de 6. Son erreur quadratique moyenne est
A 2 A ..o [A 62

E [(Gn - 9) ] = var [94 + biais [Hn} = —

n

Exercice 3
1) La vraisemblance de z1, ..., z, est

flxy, oy apw) = H[iexp{a;xk}] T > Q

et son logarithme
1 n
In f(z1,...,2n;w) = —nlnw + — (;xk — na>

Puisque le domaine de définition de la vraisemblance est indépendant de w, la recherche du maximum
de vraisemablance de w se fait comme suit

Oln f(x1,...,xp;w) n 1 "
> 00—+ — — >0
o = w+w2 ;xk no | >

1 n
& w< — T — Q
<1y
k=1
d’ou
1 n
w=— X, —«

On montre aisément que U}, = X}, — « suit une loi exponentielle de densité

Lexp (—ﬂ) pour u > 0
f(“)_{ Osiu<0

Donc comme dans I’exercice précédent

Ew] = ElUi]l=w
var[w] = \/aer(lUl):c:j

Donc @ est un estimateur sans biais et convergent de w. La borne de Cramer-Rao d’un estimateur non
biaisé de w est

-1 w?
BCR (w) = B [821nf(x17...7xn;w) T n
Ow?

5



Puisque var [©] = BCR (w), w est I’estimateur efficace de w.
2) voir correction dans le livre p. 224.

Exercice 4
voir solution dans le livre p. 207.



