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Bareme indicatif. Exo 1 : 5+8+4 = 12pts, Fxo 2 : 2+2+4 = 8 pts, Exo 8 : 2+42=/pts

| Exercice 1 : Estimation|

On considere n variables aléatoires X7, ..., X, indépendantes suivant la méme loi de densité

2
N x
Fwio®) = Zye | ~g | s 0
avec o > 0 et ou Ip+ (x) est la fonction indicatrice sur RT (Ip+ (z) = 1si 2 € RY et Ip+ (x) =0 si z ¢
R™). Cette loi est appelée loi de Rayleigh et on utilisera la notation habituelle X}, ~ R (02). On admettra
que les premiers moments d’une loi de Rayleigh sont donnés par les relations suivantes

E[X] = 0\/; E([X}] =20% E[X}] = (3\/@ o et E[X;] =80

Cet exercice étudie différents estimateurs du parametre § = o2.

Estimateur du Maximum de Vraisemblance
1) Montrer que la vraisemblance de (z1,...,2,) admet un unique maximum global pour une valeur de ¢
que 'on déterminera. En déduire I’ estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 noté HMV
2) Déterminer la moyenne et la variance de GMV En déduire que I'estimateur GMV est un estimateur sans
biais et convergent du parametre 6.
3) Déterminer la borne de Cramer-Rao pour les esimateurs non biaisés du parametre 6. L’estimateur ng
est-il I'estimateur efficace du parametre 6 ?

Estimation Bayésienne
On suppose désormais qu’on dispose d’une information a priori sur le parametre 6 résumée dans la loi
inverse-gamma IG («, ) de densité

(60, = fros o o (<5 ) Fer 0

1) Montrer que la loi a posteriori de 6|z, ...,x, est aussi une loi inverse-gamma dont on précisera les
parametres.

2) ]Qéterminer I'estimateur du maximum a posteriori du parametre 6 noté §M Ap. Expliquer le comportement
de Oyap lorsque n — oco.

Méthode des Moments
1) A Taide de 'expression de la moyenne d’une loi de Rayleigh, donner un estimateur de 6 = o2 noté gM
en utilisant la méthode des moments.
2) Déterminer la moyenne de l'estimateur fu et en déduire un estimateur non-biaisé du parametre 6
construit a partir de fy.



Exercice 2 : Test de Neyman—Pearson|

On considere n variables aléatoires X7, ..., X,, indépendantes telles que X ~ R (02). On désire effectuer
le test d’hypotheses

.2 2
Hy : 0% =oy

.2 2
H, : 0" =07

oll 03 et 07 sont deux quantités connues.
1) Déterminer la statistique du test de Neyman-Pearson notée T, (qui ne dépend que des variables aléatoires
X1,..., Xp) et discuter la forme de la région critique de ce test en fonction des valeurs de o3 et o?. On
supposera dans la suite de cet exercice que 0% > 03.

2) On rappelle qu'une variable aléatoire Y de loi du khi-deux & n degrés de liberté notée Y ~ x2 admet la
densité

y: texp (-4)

90 (Y) = —5par n/2) I+ (y)
et la fonction caractéristique
: 1
bn(u) =F [ = ———M—, ueR
() = B[] (1 — 24u)"?

2
Montrer que si X}, suit une loi de rayleigh de parametre o2, alors Y;, = % suit une loi du x3 & deux degrés
de liberté. Calculer la fonction caractéristique de %% et en déduire la loi de %’21 sous les deux hypotheses
Hy et Hy.

3) Déterminer les risques « et 3 en fonction du seuil du test noté s,, des parameétres o3 et o2, et de

Gon(x) = /00 gon(u)du

ou gon, est la densité d’une loi du khi-deux a 2n degrés de libertés.
4) Déterminer les caractéristiques opérationelles du récepteur (courbes COR) pour le test étudié dans cet
exercice. Représenter les courbes COR pour différentes valeurs des parametres of et o7.

Exercice 3 : Test d’ajustement|

On jette n = 120 fois un dé et on observe x1, ..., 120 les 120 numéros relevés sur la face du dé regroupés

dans ce tableau
face du dé 1 2 3 4 5 6

nombre de résultats 18 22 18 19 20 23

On désire tester si ce dé est truqué ou non.

1) Effectuer un test du x? avec un risque a = 0.05 et conclure (pour I'application numérique, on utilisera
les tables jointes a cet énoncé).

2) Un non-statisticien propose le test suivant

1 & 7\
Rejet de Hy si (5 ZlXZ§> > S
1=

ou s, est un seuil dépendant du risque de premiere espece a. Rappeler la loi approchée de %Z?:l X;
résultant de I'application du théoreme de la limite centrale. En déduire une expression du seuil s, en
fonction de a et de 'inverse de la fonction (G introduite dans I'exercice précédent.
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