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Plan du cours

-

a Chapitre 1 : Chaines de Markov a états discrets

a Chapitre 2 : Chaines de Markov a états continus
o Définitions, exemples, notations
e Chaine de Markov Homogene
e Propriétés
e Lois des états

e Lois stationnaires et limites
a Chapitre 3: Meéthodes de simulation

o Chapitre 4 : Suites Stationnaires
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Deéfinitions

-

o F : Espace d’états infini non dénombrable T
e Proprieté de Markov

P [an_|_1 - A| Ln — i,xn—l — in—lv vy L = ZO]

= Plap+1 € A|lxp =1
— LK(i7$n+1)dxn+1.

pour tout n» € N et pour tout (4, j, i,—1,...,71,79) € F, OU
K(i,xp+1) = f(zpe1|rn, = 1) €stle noyau de transition de
la chaine de Markov (ici, une densité conditionnelle).

Une suite deva X = {z,,n=0,1,...} avaleurs dans E
Lvérifiant la prop. de Markov est une chaine de Markov. J
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Exemples

o Marche aléatoire
Tn+l = Tp 1+ €n

oU (e, )nez €St une suite de variables aléatoires iid.
e Modele AR(1)

Tn+1 = ATy + €p

ou (e, )ne7 €St une suite de variables aléatoires iid.

o |
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Chaine de Markov Homogene

-

f o Deéfinition : on dit gu’'une chaine de Markov a états
continus est homogene si la loi conditionnelle de
(¢, - 21, ) |71, €St Ia MEéme que la loi conditionnelle de
(Q?tl_to, ...,xtk_to)‘il?() aveC tg <11 < ... < 1.

o Remarque : les chaines de Markov utilisées pour les
methodes MCMC sont homogenes.

e« Exemple de chaine de Markov non homogene :
algorithme du recuit simulé.

o |
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Propriétées
o Equations de Chapman Kolmogorov

K(z, A) = / K (,y) K™y, A)dy
Kz, A) = / K™ (2, y) K™ (y, A)dy

ou K™ (xz, A) est la probabilité d’aller de = a un élément
de A en n coups.

e Remarque

Pour aller de x a A en n + m coups, if faut passer par y
au m'™me coup !

o |
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Lois Stationnaires

f o Définition T
On dit que 7 est une loi stationnaire d’une chaine de

Markov de noyau de transition K si 7(x) est une densité
de probabilité et si

m(B) = /W(Q?)K(Q?,B)dib’

avec 7(B) = [ m(x)dx (analogie avec m = nP).

e Remarque
On parle aussi de loi invariante car si z,, ~ T etque «
est une loi stationnaire de la chaine de Markov alors

an_|_1 ~ Tr.

o |
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Detalled Balance Condition

- N

o Définition
Une chaine de Markov de noyau de transition K vérifie
la condition d’equilibre (detailed balance condition) s’il
existe une fonction r telle que

K(y,x)m(y) = K(z,y)m ()

pour tout couple (z,y) € E2.

e Remarque
C’est une condition suffisante (mais pas necessaire)
pour que 7 soit une loi stationnaire de la chaine de
Markov.

o |
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Preuve

[ xwKw By = [ = [/ nydas] Iy
/E/B K (y. ) dxdy
/E/B K (x,y)dxdy
= [ @ [/Ka:ydy]da:
- [ w@yis

-



Lois limites et Convergence

- N

Christian P. Robert and George Casella, Monte Carlo
Statistical Methods, Springer-Verlag, New-York, 2nd
Edition, 2004.
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